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ÜBER DIE BEZIEHUNGEN, 


WELCHE 


ZWISCHEN DEN WURZELN IRREDUCTIBELER GLEICHUNGEN 


STATTFINDEN, 


INSBESONDERE WENN DER GRAD DERSELBEN EINE PRIMZAUL IST. 


VON THEODOR SCHÖNEMANN, 


MATHEMATICUS AM GYMNASIUM ZU BRANDENBURG A. H. 


(GELESEN IN DER SITZUNG DER MATNEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHEN CLASSE AM XIX. APRIL MDCCELI.) 


Ungefähr zwei Jahre, nachdem meine Abhandlung: „Grundzüge einer allgemeinen Theorie der höheren 
Congruenzen ete.” (Crelle’s Journal, Bd. 31) erschienen war, machte mich der leider zu früh verstorbene 
Professor Jaeobi darauf aufmerksam, dass der Hauptsatz jener Abhandlung bereits von Galois auf- 
gezeiehnet sei in der Abhandlung: Sar la theorie des nombres , Seite 14 der von J. Liouville her- 
ausgegebenen „Oenvres mathématiques dEvuriste Galois.” (Extrait du Journal de Mathématiques pures 
et appliquées, tome XT, 1846), und forderte mich zugleich auf, den Prineipien der algebraischen Untersu- 
chungen von Galois nachzuforschen. Die Dunkelheit dieser Sehriften, die mir bis dahin gänzlich unbekannt 
gewesen waren, bewirkten es, dass ieh leider erst nach dem Tode des Prof. Jaeobi zu einem Einblick in 
diese einfachen und tiefen Sätze der höheren Algebra gelangte. Es geschah dies bei dem Beweise eines 
Satzes, der mir dureh gewisse Eigenthümlichkeiten der höheren Congruenzen zu einem hohen Grade der 
Wahrscheinlichkeit erhoben war. Dieser Satz heisst: Zwisehen den Wurzeln einer irreduetibelen Glei- 
chung, deren Grad eine Primzahl ist, kann keine Gleichung des ersten Grades mit rationalen Co&flieieuten 
stattfinden , ausser der bekannten, dass die Summe der Wurzeln gleich dem negativen ersten Coäffieienten 
der irreduetibelen Gleichung ist. Indem ieh nun in den folgenden Blättern den strengen Beweis dieses 
Satzes mittheile, habe ich vorzüglich die Absicht, die Prineipien, von welchen Galois in seinem berühm- 
ten, aber bis jetzt noch nieht aufgeklärten Memoire sur les conditious de resolubilite des equatious par 
radicanz (S. 33 der Oeuvres mathématiques) ausging, ohne sie vollständig auszuspreehen, in ein klares 
Licht zu stellen. Ich bemerke sogleich, dass der Satz des $. 1 von Abel herrührt, ebenso der Satz des $. 4, 
der zugehörige Beweis aber von Galois. Der Satz des $. 6 ist von Galois zwar mehrfach angewendet, 
aber weler hervorgehoben noch bewiesen worden: eben so verhält es sich mit dem Satze des $. 11. 

Auf die übrigen Sätze und Beweise glaube ieh einen gerechten Anspruch zu haben, obgleich es 
höehst wahrscheinlich ist, dass Galois dieselben gekannt und angewendet hat. 
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8.1. Erklärung und Lehrsatz. Bedeutet fx irgend eine ganze Function von æ, welche sich 
nieht in der Art in zwei Factoren von niedrigerem Grade zerfällen lässt, dass die Coöffieienten dieser 
Factoren wieder rationale Funetionen der Coöffieienten von fæ sind, so heisst fx ein irreductibeler Aus- 
druck von v. 

Wenn fx ein irreduetibeler Ausdruck von v ist, so kann derselbe mit keinem anderen Ausdrucke 
fix, dessen Coöffieienten ebenfalls rationale Funetionen der Coäffieienten von fx sind, eine Wurzel ge- 
meinschaftlich haben, ohne dass fx durch fx ohne Rest theilbar sei. 

Beweis. Bestimmt man nach den gewöhnlichen Methoden den grössten gemeinschaftlichen Theiler 
zwischen fx und fix, so ist dieser offenbar ebenfalls ein Ausdruck von x, dessen Coëfficienten rationale 
Funettonen der Coëfficienten von fx sind. Wäre dieser Theiler nun nieht fx selbst, so wäre er von nie- 
drigerem Grade als fx und mindestens vom ersten Grade. Demnach müsste also fx einen solchen Factor 
haben, was gegen die Voraussetzung ist. 

§. 2. Erklärung und Lehrsatz. Sind a, @, . - . a, die Wurzeln des irreductibelen Ausdruckes 
fz, und bedeutet px eine rationale Function von =, und den Coäfficienten von fx, so soll der Ausdruck 


(e — va) (£ — 9%)... (E — Y t) 
der transformirte Ausdruck von fx heissen, und durch fp v bezeichnet werden. 
Der transformirte Ausdruck ist entweder selbst irreductibel, oder die Potenz eines irreduetibelen 
Ausdruckes. 
Beweis. Gesetzt fox sei (ax)? qz, wo ax und gg rationale Ausdrücke von x und den Coëffi- 
cienten von fx bedeuten, und m eine ganze Zahl ist, ferner «x irreduetibel und kein Factor von ge ist, 


so ist auch : 


fe @2) = (pr — pa) (Er — 20,) .. . (E2r— 90.) = [elpe q r) 


und es muss daher entweder a(24,) = 0 oder g(pa,) = 0 sein, mithin entweder a(g2) = fx. qz 
oder g(pgxz) = fx. qx sein, wo q und qix ebenfalls ganze rationale Funetionen von © sind. Im 
ersten Falle würde 


t Cn ala Deo zur 


im anderen Falle 
q (pa) = q (Pa) = . -q (Pa) = 0 sein. 
Setzt man nun statt 92, z, so erhält man 
(— pa) @— 29)... @— ya) = (az) qz 
und es müssten für den ersten Fall die Wurzeln von 


GP) @—- pa)... EG 24) 


f (az)” 
und für den zweiten Fall die Wurzeln von 


mit gewissen Werthen von 94%, 9%; ... pa, zusammen fallen; daher müsste für den ersten Fall 
q (pa) = 0, und für den zweiten a (ya) = 0 werden, wo v einen der Indices 1, 2,... n 
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bedeutet. Daher müsste aber auch für den ersten Fall g (2x) und für den zweiten Fall a (2x) dureh fx 
ohne Rest theilbar sein ($. 1). Mithin müssten in beiden Fällen g (2x) und a (yr) durch fx olme 


Rest theilbar sein. Setzt man nm a(o) = fe.gxr und qC) = f.q 2, so muss sowohl 
a (9a) als auch g (9%) = 0 sein. Mitlin haben die Ausdrücke a x und g x die Wurzel 9%, gemein- 


schaftlich, und es müsste sich daher g& ohne Rest durch «x theilen lassen. Da dies gegen die Voraus- 
setzung ist, so kann gar kein ga existiren, und fæ ist = (a x)™ 

$. 3. Lehrsatz. Ist fx irgend ein Ausdruek vom Grade », dessen Coüffieienten rationale Zahlen 
sind (irreduetibel oder nieht), und der nicht zwei gleiche Wurzeln hat, so kann man stets eine unend- 
liche Menge von Primzahlen so bestimmen, dass, wenn man eine von ihnen mit p, und die Wurzeln 
von fr mit &,, aa, e. . a, bezeichnet, der Ausdruck 


m H pa Hp +... + pie 


einen andern Werth annehme, wenn man die Ordnung der Werthe aj, a... a, ändert, so dass also 
jener Ausdruck durch sämmtliche mögliche Permutationen 1, 2, 3,... x oder n ! verschiedene Werthe 
annehmen muss. 

Beweis. Wir werden zunächst annehmen, dass wenn 


ne ya aa’... 4a 


gesetzt wird, a = 1 und die übrigen Coäfheienten @,, @3, .. . a, ganze Zahlen sind. Bildet man nun 
einen Ausdruck II (x) dessen Wurzeln die Differenzen je zweier Wurzeln von fx sind, so ist 


M æ) = (a — a) ) (a — i —9)).... (a (a —m))- . 
(2 (a — a) ) (e — (e — %)) RR. (2 — (a; — a, ))- 


(e (0, %)) (£ — (a — a:)) T e) R 


und die Coäffieienten von T(x) müssen symmetrisehe Funetionen der Wurzeln &,, &.... %,, mithin 
wieder ganze Zahlen sein. Setzt man nun vorans, j sei eine Primzahl, die nieht in den letzten Coöffieienten 


von lI (v) oder in 


(a — a)? (4 — a). o e (m — a) (ea — da)? (u — a). o .. (a a)” 


aufgeht, so genügt sie der eben aufgestellten Bedingung. 
Gesetzt nämlich irgend zwei Ausdrücke der obigen Art, 


a H pas, +p at.. H pa und proa, + pi d, + p”: a; -+ pia, 
WO Pos Bi- -e Wa; die Zahlen 0, 1, 2, ...a—1 in irgend einer Folge nur nicht in der eben hin- 
geschriebenen bedeuten, wären gleich, so wäre die Differenz derselben 0, und man erhielte: 
a, (1—p*) + (p— p) +... 0 (pp) = 0. 
Setzt man nun zunächst voraus , pọ wäre nieht O sondern pa, so wäre: 
Ay — anp = 4p — a, (p— pi) — a (P — pe)... .— a, (PT! — piii) — Anz ps 


wo aber in der Reihe der Ausdrüeke 


— a, (pp) a (PP — pre)... — a, (pp!) der Ausdruck — anpi $" — p) 


Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. V. Bd. Abhandl. v. Niehtmitgl. t 
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fehlt. Setzen wir die rechte Seite jener Gleichung pk (a; as... an), WO $ (a Qs... an) eine ganze 
sanzzahlige Function von den Werthen a, &, . . . a, bedeutet, so erhalten wir die Gleichung 


h a DA Ca o o o Cak 


Entwiekelt man nun die Gleichung für pk (a, &% ...a,), indem man &, &,... a, allen mögliehen 
Permutationen unterzieht, und jeden sich ergebenden Werth als eine Wurzel derselben ansieht, so 
wird diese von der Form: 
[e-v E (ai aooo aui) ] [e-v B Ch Ca o oo a a)] Ei: [e-» ka a a) | 
=€" H phe t pP e.nn p S 


sein, wo P eine ganze Zahl ist, und Z,, Z}, . . . Z, als symmetrische Funetionen von a; &, ... a, eben- 
falls ganze Zahlen sein müssen. Diese Gleiehung müsste mit I (x) =0 die Wurzel a —%,., gemeinschaft- 
lieh haben. Es müsste mithin das Produet: 


[i =% Ji r» Z, (a — Y+ ne p° Ze] X 
[ce — a)? +p Aa - sa) +...457 Z] x 


[@. a.) + p Al - an) +:::-+ pP Z] = Ô sein. 
Hiernach müsste aber: 
(a, — a)” (u — a)". (4 — n) X 
(a, — a)” (a — a3)" . . . (as — a)" X 


dureh p aufgehen, was nieht möglich ist, da nach der Voraussetzung die p° Wurzel dieses Ausdruckes 
nieht durch p aufgeht, obschon sie eine ganze Zahl ist. 
Ist nun aber p = 0, p= 1, %»—=2 ete. und endlich a, die erste Zahl die nicht mit m überein- 


stimmt, und wäre nun 
a tpa Hp a +... pT a = pho a H pr a t peras ... pa-ia,, 
so erhält man dureh Subtraction und Division mit p™ die Gleichung: 
Aati — Kapi — (P anpi ie age E ale) — (P än J= Pants Peco I en) 
wo aber aus der Reihe ıler Ausdrücke 
pn rt PP range + e - » pema der Ausdruck pr ma, + 


hinwegzulassen ist. Aber alle Exponenten pa — M, kur — 2, Hai — m müssen, wenn man eben pu, —m 
aus ihnen fortlässt, grösser wie 1 sein, und daher lässt sich wie vorher 


Anpi Ampt = Ph (ampt Anpe rc) 


setzen, und der Beweis wie oben zu Ende führen. 
Sollten unter den Coëfficienten von fe Brüche vorkommen, so setze man 


ds 


pa Ei E a p e 


Ug Ag llo 
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.und bestimme ao, uy, . .. a, als ganze Zahlen, so erhält man 


na d Er p TAF B 
llo a) =" H ay F a oy y a yT oenn H laoo 


Sind nun die Wurzeln von fæ nämlich @,, &,,... a, sämmtlich unter sich verschieden, so sind anch 
die Wurzeln von 


oag oo l ai 


unter sich verschieden, weil diese 4,%,, 4%» ... &o a, sind. Bestimmt man nun aber p so, dass 
sämmtliche Werthe, die sich aus dem Ausdruck 


llo 4 H paota +... pn Ani 


durch Permutation der Grössen do Aj. dyas, . +» dp A; ergeben, verschieden werden, so muss dasselbe 
auch von den Ausdrücken gelten, die aus 


trat; +... + pa 


dureh Permutation von aj, %,... a, hervorgehen. 
$. 4. Lehrsatz. Haben dj, @, %... a, und p die ihnen im vorigen $. ertheilte Bedeutung, 
so kann man durch jeden Werth von der Form 


ap, F P apy F pP au +: + 


WO Bs Bas... die Zahlen 1, 2,...n in irgend welcher Ordnung bedenten, jeden der Werthe 
Ajs Qas... O, rational ausdrücken, und mithin jede rationale Function von ai, a, -. . @, als rationale 
Funetion jenes Werthes. 

Beweis. Bezeichnet man 


ap, H Pap, pam +... + pa, durch Pop papa... pa) 


und sämmtliche Werthe die Fap us... pu) annehmen kann mit t4, ëz, V3... V123., @—1), Indem hier 
den Zahlen ps . Ba... ta die Werthe 2, 3,... 2 in allen möglichen Ordnungen beigelegt werden , so ist 


@—v) (e 


ein Ausdruck , der sieh nach den Potenzen von @ — a, entwickeln lässt, und dessen Coëfficienten sym- 


>»)... ab... C) 


metrische Funetionen von @, %,... 9, sein müssen. Die symmetrischen Funetionen von @, Az,... 
lassen sich aber als rationale Fnnetionen von «a, entwickeln, und man kann mithin 


Ba zn (1) = g(a) 


setzen, und hiermit eine Funetion von x bezeichnen, deren Coäfficienten ganze Funetionen von a 


sind. Bezeichnet man nun sämmtliche Werthe von Frau pos- .pua)o WO His Bor Bs- -+ Pu die Werthe 
1), SO MUSS 


(a—u) @—%) ... @— Ua. 2.3... a) = g laı az) 


sein. Setzt man in g (x, a) statt z einen der Werthe v4, Cs, o.. 12... (œ): den wir mit v be- 

zeichnen wollen, so verschwindet es, und setzt man statt æ, das Zeichen für eine Unbekannte etwa y, 

so kann man sagen dass g (v, y) und fy die Wurzel a; gemeinschaftlich haben. Aber g (v, y) md 

y können keine zweite Wurzel etwa a, gemeinschaftlich haben, denn die Wurzeln von g (x, œ.) sind 

„_ı und diese sind nach dem vorigen $. von vj, %,.. < Un 2,3... u verschieden. 
tt 


Ulis Ugg e e e Waa, 
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Da also g (vy) und fy nur die Wurzel a, gemeinschaftlich haben können, so lässt sich diese durch die- 
Methode den grössten gemeinschaftlichen Factor zwischen g (v, y) und fy zu finden, rational entwickeln. 

Es ist wohl zu bemerken, dass das Resultat der Entwiekelung dasselbe sein muss, welcher beson- 
dere Werth auch v von den Werthen i, Va, e. e ©... @—) sein mag. Setzt man also a; = yv, wo 
y eine rationale Function von v bedeutet, so erhält man 


Ol re in: 


Zugleich folgt aber auch dass 


U = [u = eih ze N 
sein müsse, weil die eben angedeuteten Operationen in v, wie in v gemacht werden, wenn man a, an 


die Stelle von a, setzt. Eine gleiche Bemerkung gilt natürlich für die anderen Gruppen von Werthen die 
V annehmen kann. 


Anmerkung. Da in yv nach der Natur seiner Entwickelung ein Zähler und ein Nenner enthalten 


N. 


. . & . 5 ö ov 
sein muss, die beide rationale ganze Functionen von v sind, so kann man yv = Er setzen und òv und 
= 


ev als ganze Funetionen von v anschen. Es ist mithin 


N 
ro G Ea a o Eaa ee 
vı = . 
y G Gro Eia o Ey a o o En hoo lE) 
Aber ev, EV, EVs... EX2... @—1) ist in Bezug auf as, a;,... a, symmetrisch, man kann es also 


gleich einer ganzen Function von a, oder gleich a, setzen. Man erhält mithin: 


O0 (8 to Et) Een ee net 
S Oily oo o io, 


qor = 


Der Nenner dieses Ausdruckes ist aber offenbar eine rationale Function der Coëfficienten von fir, 
die man durch Z bezeichnen kann , und 


(emp en no) le een .eie. 


muss sich als rationale Function von v, darstellen lassen, da die Coöfficienten der Gleichung für v, ratio- 
nale Funetionen der Coëfficienten von fx sind. Bezeiehnet man nun das Product von dieser Function 


mit ðv, durch pv; so ist yo, = °@, Es lässt sich mithin die Function yv, stets als ganze Function von 


vı anschen, deren Coöffieienten aber gebrochene Funetionen der Coöffieienten von fx sind. 
§. 5. Lehrsatz. Setzt man: 


1) m + pa + pa; E TA =V, 
2) 0; + PA; Hpt. .. + pa, = V, 
a E tt = 


E) trau eo a o a a 
so kann man die ganze rationale Function G V, von V, so bestimmen, dass 
V= GV, PR = GV, ... V, = GV ud V, = GV, 
wird, und dass überhaupt wenn 
Ap FH Pap, HI ap +: pT au = U 


gesetzt wird, Wo p4, Bas. . . p, die Zahlen 1, 2,... x2 in irgend welcher Ordnung bedeuten, 


Über die Beziehungen zwischen den Wurzeln irreductibeler Gleichungen. 149 
GU, = tp, F Pa Pfau, Heet M 
werde. 
Beweis. Aus §. 4 ergibt sich dass a; = yV, , &s = y V, und üherhaupt aa = y Va sei. Multi- 
plicirt man nun die zweite Gleichung mit p und zieht sie von der ersten ab, so erhält man: 
a, (1 — p) = Ph — F: p, 
mithin 
n nte Da _ AR 
i p p 


Es ist nun 
T E Er 
p 
denn durch dieselhen Operationen kann man nachweisen, dass G U, oder 
a e 
p 
Zusatz. Daa, = yV, , & = yh; ete. ist ($. 4), so kann man 4; = y Vi , % = 160. 0 
= yGGV, = 6° V, und überhaupt a, = y6@"'P, setzen. 


2 —i : 
aa T D a ea. S 


$. 6. Lehrsatz. Bezeichnet man die Gleichung vom Grade 1.2.3...2, von welcher die 
verschiedenen Werthe von V Wurzeln sind, durch FV = 0, und ist F, V ein irreductibeler Factor von 
FV, und F, und F, zwei Wurzeln dieses Factors, ist ferner 


V = a pa t pa on H opia amd BR = A H ap o E pP", 


N 


wo ĉi, da,- O, die Werthe a&i, %,... a, in irgend einer andern Ordnung darstellen, und die ganze 
Function von Vi, nämlich K V, ist 
„a1 
= o ma, IR iu: 


WO His Bos- +- fu die Zahlen 1,2, 3,... 2 in irgend einer Ordnung darstellen, so ist auch 


n—1,N 


EN Ze ee 
Deweis: Es ist 
a TE MD tt... + yet +p Gar nen 


denn 
Baia a Pree (yo) 


Dividirt man nun 


KV und ger + pn +... H p ee A 


durch F, V,, so müssen die sich ergebenden algehraischen Reste identisch sein, weil man sonst eine Glei- 
chung unter dem Grade von der Gleichung F, V = 0 erhielte,, die mit F, V = 0 eine Wurzel gemein- 
schaftlich hätte. ($. 1.) Man kann mithin 


KV, =F, V. 0V, + RV, ud yE V te I H. o +p en =FN.QAM+RPV, 


setzen, wo Q V,, Q, V, und RV, ganze rationale Funetionen von V, bedeuten. Ist nun kV, eine andere 
Wurzel desselben irreduetibelen Factors F, V, so ist offenbar auch 


EEV. OEV, + REV, = Fk Vi. Qk F, + REV, 
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weil die ersten Glieder beider Seiten der Gleichung verschwinden und die zweiten identisch sind. 
Setzt man nun AN = 9 + pò + pos + n + pP", so erhält man 
KEV, = yet EV, + pre IN +... + pair. 
Es ist aber y G" kV, = ô, ($. 5) und mithin 
KEV, = ôn F Pòu + po, He H wi. 

Setzt man für V, den Werth V,, so ist der Satz bewiesen. 

Zusatz. Da sich sämmtliche Werthe, welehe dureh Permutation der Werthe a, aus V, oder 
a T pa: + ...+ pa, hervorgehen, als Funetionen von di, %,... a, anschen lassen, und diese 
sämmtlich Funetionen von V, sind, so lässt sieh jede Function von dj, as, . . . a, als Function les einen 


Werthes V, ansehen. Sind nun V; und V, Wurzeln des irreluctibelen Factors F, V1, und ist V, = KV, 
so ist auch 4 V, eine Wurzel desselben Factors, denn da F, AV, = O ist, so muss F; k V durch F, V auf- 


gehen, da es mit ihm eine Wurzel gemeinschaftlich hat; man kann mithin F, AV = F, V . QV setzen, wo 
Q V eine ganze rationale Function von V bedeutet, und setzt man in diese Gleichung für V den Werth oo 
so ist F, k Va = F, VF, . QV, = 0, wesshalb AV, ebenfalls eine Wurzel von F, V sein muss. Bezeichnet 
man nun $ AP, durch 4° Vi, KKV, durch 4° V) ete., so müssen sämmtliche Werthe V1, £ Vi, K Vi, A’V, ete. 
Wurzeln von F,V sein, und da die Anzahl dieser Wurzeln eine beschränkte ist, so müssen sie sich wieder- 
holen. Es ist nun zu untersuchen, nach welchen allgemeinen Gesetzen dies geschche. 

$. 7. Ist V, und F, bekannt, und setzt man V, = kV), so kann man bereits durch Anwendung des 
8.6. Vi, AV, ete. entwickeln. Einige Beispiele werden hinreichen dieses zu zeigen. 

Bezeichnet man a, + pas +... + pa, durch (1,2,...n) und au tra. HP Ou Foo 
+ p'an dureh (pis Hes + +» Pu), setzt man ferner n = 5 und FP = (1, 2, 3, 4, 5) und AP, 
= (2, 4,5, 1,3), so erhält man folgende Entwickelung: 


E 
ae a 
EV, = (4,1, 3,2,5) 
en.) 
EP, 1 

r aaa) 

Dr, 3,3, 


| 
N 
LAA 
D 
w 


denn da beim Übergange von V, in AV, die erste Stelle in die zweite, die zweite in die vierte, die dritte 
in die fünfte, die vierte in die erste und die fünfte in die dritte überging, so muss auch beim Übergange 
von AP, in A°V, dasselbe geschehen, also 2 welches die erste Stelle inne hatte in 4 übergehen, welches in 
kV, die zweite Stelle inne hat, 4 welches die zweite Stelle inne hatte in 1 übergehen, welches in AV, die 
vierte Stelle inne hat ete. ($. 6). Auf gleiche Weise sind folgende Beispiele gebildet: 


I aaa SS aa S 
e S La, 3) er = e Pe) 
Bi = (23.8, p (ee EV, = (4, 3,1,5,2) 
Bea En =, 4,1, EV, — (3,5, 2, 1,4) 
Bir =, 2,283) K (A, a le 1 
er 21.5830) El, a) A, 2.8, 2, 


WP = Cila Z Bo Ao D) 
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$. 8. Lehrsatz. Wenn beim Übergange von V; in AP, a, in a, übergeht, so geht auch beim Über- 
gange von kV, in AV, 7 in AHV, übergeht, 
wo q und r irgend welche von den Indices I, 2, .. n bedeuten und ax irgend eine ganze Zahl ist. 

Beweis. Bezeichnet man V, oder a, + pa, + pa, + pa, durch (a Aa.. Ane o- qee Oa) 
und ZF,, in welchem an die Stelle von a, der Werth a, und an die Stelle von a, der Werth a, 
ist luccha( See -...), so kann man in diesem letzteren Ausdrucke alle Werthe von a 
als Funetionen von F, ansehen, und erhält 


a, in @, über, wesshalb dasselbe stattfinden muss, wenn 4” 


getreten 
oonan Chas 


a ea 


und mithin 
A = oo 


a 


Es ist aber y G&V, = a,, denn a, nimmt die q" Stelle in AV, ein. Man erhält mithin die drei Glei- 
chungen 
Maar) 
e ee a) 
Pii = (asos se) 


wodurch der Satz bewiesen ist. 


8.9. Da die Anzahl der verschiedenen Werthe von Vi, AV, IV, ete. eime beschränkte ist ($. 
Zusatz), so muss für irgend welche ganzzahlige Werthe von m und m, der Fall eintreten, dass Au 
= kV, wird. Ist nun m, die kleinste Zahl, welche dieser Gleichung genügt, so muss auch "N, = V, 


sein, denn da 
a), — k" V, = men — kV, = O0 
ist, und 4"V, wie oben bewiesen eine Wurzel des irreduetibelen Factors F\V ist, so kann man in jene 
Setzt man also für 4"V, den Werth V,, so erhält man 
V, 
1° 
Ist diese einmal bestimmt und x und y bedeuten ganze Zahlen, so wird AV, = kV, sein, wenn s = y 
(Mod. m,) ist. Die Folge der Werthe V,, AVi, Vise k™— V, soll eme Periode heissen. 
Kennt man V, und ĄV,, so ist es leicht die Bildungsweise der folgenden Werthe, und die Zahl der 
1 1 d >) ’ 


Gleichung jede andere Wurzel von F, V einsetzen. 
ky, —V, —=0. Es wird mithin immer eine kleinste Zahl m! geben, die der Gleichung genügt 4™ V, = 


= 


Glieder oder m, kennen zu lernen. Betrachtet man zu dem Ende das letzte Beispiel des $. 7, nämlich: 


so geht beim Übergange von V, in AV, 1 in 


des $. 


Seite bestimmt, und muss sein 1,2, 4, 3,5, 1. 


der zweiten Vertiealreihe bestimmt und ist 2, 4, 


8 ist hierdurch die Folge der Zahlen 


Ba 
Bee) 
>) 
Be: 20 
Bee ia 
Fre (1.2328), 


2,2in4,4 


in der ersten 


3,u, 


1,2 ete. 


en, 
Verticalreihe der 
Ebenso ist in diesem Beispiel die Folge der Zahlen in 
Fügt man zu jeder Ziffer von V, die 


unter ihr stehende von AV, auf folgende Weise [1.2,2.4,4.8 


chen der Index der Periode heissen. 


zurückkehrt, 


Läuft die erste Ziffer durch alle » Ziffern hindurch ehe sie in sich 


so muss offenbar die Periode aus z, hier also aus fünf Gliedern bestehen. 


5 in 1 über. Durch Anwendung 


Parenthesen auf der rechten 


Kehrt die erste 
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Ziffer aber bereits früher in sich zurück, so muss der Index in mehrere Abtheilungen zerfallen. Da also 
im ersten Beispiel des §. 7 F, = (1,2, 3, 4, 5) und AV, = (2,4, 5, 1, 3) ist, so bildet sich hier 
der Index [1.2 ,2.4,4.1 | 3.5, D. 3] der aus zwei Abtheilungen besteht. Hieraus folgt, dass 
bei diesem Beispiele die erste Verticalreihe aus den Ziffern 1, 2, 4, 1, 2, 4, 1, die zweite aus 2, 4, 1, 
2, 4, 1, 2, die vierte aus 4, 1, 2, 4, 1, 2, 4, die dritte aus 3, 5, 3, 5, 3, 5, 3 und die fünfte aus 
3, 3, 5, 3, B, 3, 5 bestehen müsse. Die ganze Periode muss aber offenbar 3 X 2 Glieder in sich 
schliessen, weil sie aus zwei einfachen Perioden von drei und zwei Gliedern gebildet ist. 

Aus diesen Beispielen geht nun offenbar der Satz hervor: dass wenn der Index für z Wurzeln in 
m Theile zerfällt, von denen der erste »»,, der zweite m,, der dritte ms, . . . der letzte m, Ziffern in sich 
schliesst, wo also n = my + m, + m, + ... m, Ist, — dass alsdann die Periode so viele Glieder in 
sich schliessen wird, als das kleinste Vielfache von m, Mə, . . . m, angibt. 

$. 10. Lehrsatz. Haben fr, &, %, ... ans p und V die ihnen in den vorigen SS. beigelegte 
Bedeutung, so ist Vim Allgemeinen die Wurzel einer Gleichung vom Grade 1.2.3.....n, deren 
Coöflieienten rationale Funetionen der Coëfficienten von fx sind. Ist nun fx mreduetibel und jene Glei- 
chung für Vist FV = 0, ist ferner FV = F, V. F, V... FV, und die Factoren auf der rechten 
Seite sind sämmtlich rationale und irreductibele ganze Functionen von V, so sind alle diese Factoren von 
gleich hohem Grade, und dieser Grad selbst ist ein Vielfaches von n. 

Beweis. Setzt man a + pæ +... + pa = V, und nimmt an, V, sei eine Wurzel von 
FV = 0, so ist yV; = a, ($. 4), mithin haben FV und fx die Wurzel a, gemeinschaftlich, und es 
muss daher F, V gleich einer Potenz von fV sein ($. 2). Da aber F,,F von demselben Grade wie FY ist, 
so muss dieser ein Vielfaches von » sein. 

Wollte man nun voraussetzen F, V und F,V wären von verschiedenem Grade, so mag F\V von ge- 
vingerem Grade als F,V sein. Es sei nun eine Wurzel von F,V, V, so kann man V, als rationale Function 
von F, ansehen, da sich alle Wurzeln von FV, durch jede rational ausdrücken lassen. Setzt man daher 
V, = kV,, so muss FAV mit F,V eine Wurzel gemeinschaftlich haben, desshalb müsste Fẹ V eine Potenz 
von FV sein ($. 2), und der Grad von FV wäre mithin ein Vielfaches von dem Grade von F, V. Der 
Grad von FaF stimmt aber überein mit dem Grade von F, V, und es müsste daher die kleinere Zahl ein 
Vielfaches der grösseren sein. 

$. 11. Lehrsatz. Die Substitutionen,, vermöge welcher eine Wurzel des Ausdruckes F,V in eine 
andere desselben Ausdruckes übergeht, sind dieselben wie in jedem der andern Ausdrücke F, V, FV... Fa V. 

Beweis. Gesetzt 


Bu E pey ea ee und 6, H pè H pès En... hs 


seien zwei Wurzeln von FV, wo ò, Os... Òa Mit js As . . » @, Dis auf die Ordnung übereinstimmt, und 
eine Wurzel von F,V sei die ganze und rationale Function A von +pa, ... p'an so muss FV = F, V 
sein ($. 2, 10). Mithin sind zwei Wurzeln von FyV die folgenden beiden: 


k (a + pas, + pas +... pa) und k @ + pò + p +... PT). 
Setzt man aber 
k (a t pa + pas +... HPT) S5 Ay F Pae Hooe H Paas 
so ist 
k @ + pè + pòs +... Hp) tr FF: Pe 
Die allgemeine Substitution, durch welche 
ou po, d pe E aao + Hemd 4 pP 4 Bi I... 
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übergeht, besteht offenbar darin, dass a; durch ò; substituirt wird, wo 7 einen der Indices 1, 2, 3,... z2 
bedeutet, und die allgemeine Substitution, dureh welehe 


ap F Pan tra. +: T P'an n Ò pt H oo H pT 


übergeht, besteht darin, dass æy, dureh 6,, substituirt wird. Offenbar ist aber die Bedeutung dieser Sub- 
stitutionen dieselbe. 

Zusatz. Es folgt hieraus, dass die Indices der Perioden, welche in F, V enthalten sind, durch blosse 
Veränderungen der Abtheilungen, in die Indiees der Perioden übergehen, welehe in F,V enthalten sind, 
oder dieselben sind, und dass daher die Perioden, welehe in den einzelnen Factoren A, V, FV, ... FF 
enthalten sind, aus gleich vielen Ghiedern bestehen müssen. 

$. 12. Lehrsatz. Ist fx irreductibel und vom Grade z, ist 2 eine Primzahl, und sind a}, &,...0, 
die Wurzeln von fx, haben ferner F, FV, EV, FV, ... FaV und GF die frühere Bedeutung ($. 10. 
8. 5), so muss emer der Faetoren F, V, F,V, .. © KV die Periode A, GW, GH... 67, in sich 
schliessen, d. h. alle diese Werthe müssen zu seinen Wurzeln gehören, wenn V, eine dieser Wurzeln ist. 

Beweis. Die Ausdrücke FV, FiF, Fies o o e FiaıV sind entweder sämmtlich unter einander 
verschieden, oder sämmtlich gleich; denn wären zwei Ausdrücke dieser Art gleich, so erhielte man eine 
Gleichung von der Form: 

F 


loty 


Pan 


1 
wo æ und & + y Zahlenwerthe aus der Reihe 0, 1,2, 3,...2—1 sind. 

Bestimmt man nun so, das & + y + z = n ist, so muss FV = Fisk sein. Da nämlieh 
Fixes = Fi. ist, so muss man auch dieselben Ausdrücke erhalten, wenn man in beiden Ausdrücken 
statt ihrer Wurzeln, dieselben rationalen Funetionen @* dieser Wurzeln setzt. Das Resultat dieser Ope- 
ration ist aber offenbar durch die Gleichung 


F 


laxtyrz 


Fi nn pai 
} Aa Kie 
ausgedrückt. Da nun aber v + y + z = nist, und @V = V sein muss, wenn V einen Werth von 
der Form 
2 —i 
u + po +95 H ona H pTO 
bedeutet, so muss 
naV = FV 

sein, und man erhält 

2 

en u = F, y. 


~ 


Setzt man nun statt © + z den Buchstaben s, so folgen aus der Gleiehung F, V = F, V die folgenden 


Piel = Fa ’ re = k ctes 


welehe man aus der ersten Gleichung erhält, wenn man statt ihrer Wurzeln die rationalen Funelionen 
G, G=, G™ cete. hinter einander einsetzt. Da aber s oder w + x kleiner als » sein muss, so sind die 
Werthe s, 2s, 3s, ... (a — 1) s sämmtlich nach dem Model z verschieden, oder lassen durch z ge- 
theilt verschiedene Reste. Offenbar wird aber GV = @'V sein, wenn is =r (Model x) ist; aus glei- 
ehem Grunde muss Fis V = Fyak sein, wenn js =r (Model x) ist. Legt man aber dem 7 alle 
Werthe von I bis a — 1 bei, so wird man dem Reste r dieselben Werthe beizulegen haben, wenn auch 
in anderer Ordnung. Durch die Gleichungen 
FF=FJ-= Fig ete., 


Denkschriften d. mathem.-naturw. Cl. V. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. u 


154 Theodor Schönemann. 
ist also dasselbe ausgedrüekt wie durch die Gleichungen: 
eh Fein ei es. 
woher diese letzten stattfinden missen, wenn 
HR ist. 
Es muss nun aber nothwendig eine von den folgenden Gleiehungen stattfinden: 
EV Hier) = 


Gesetzt nämlich, F, y wäre nicht gleieh F, V, so wären die Ausdrücke FV, Fie Vs Fies oo F, yV 
n versehiedene Ausdrücke ans der Zahl der Ausdrücke FV, FV, ... FaV. Bezeichnet nun F,V einen 
jener Ausdrüeke, der nieht in den letzten enthalten ist, so müssten aus gleiehem Grunde F,V, Fu V 
7 j 
np o o o o igi 
gesetzte Schlüsse derselben Art, dass n ein Theiler von m sein müsse, wenn keine von jenen Gleichungen 


in Erfüllung geht. Setzt man aber den Grad von F\V gleieh 27 ($. 10), so ist der Grad von FV gleich 


ca—1 


V, n andere Ausdrücke aus diesen sein, und es folgt daher nothwendig dureh fort- 


der Zahl m . nz, derselbe ist aber auch gleich 1.2.3...x, man erhält mithin die Gleichung 


m.naz=1.2.93...n 


und mithin 


1.23... — D) 


ka 


m = 


Da aber n eine Primzahl ist, so kann m kein Theiler von z sein, und es muss daher eine der Gleichungen 


I E o Pa S neigt 


mG 


bestehen. Wäre nun F, y = F,,V, und V, eine Wurzel von F V, so müsste aueh nothwendig GV, eine 
Wurzel von FF sein ete. 

$. 13. Hauptsatz. Ist fx = 0 eine irreductibele Gleiehung von einem Grade 7, der eine Prim- 
zahl ist, hat man ferner zwischen den Wurzeln &,, %,... «, von fx irgend eine rationale Gleichung. 
deren Coäffieienten so wie die von fw rational sind, so kann man diese Wurzeln so ordnen, dass, wenn 
man sie dureh ĝ,, Poo Popo ao Ba bezeichnet, und die Gleichung, welehe zwischen ihnen besteht, durch 
BB; - - - B) = 0, nothwendigerweise aneh die folgenden (# — 1) Gleiehungen stattfinden müssen: 


ee... ze e a 


Beweis. Gesetzt F, V sei der Faetor von FV, von dem V, und GV, Wurzeln sind, so ist 
V, = Bi + phe + pB + ooo pB und GK = B, + pB +p too tH pieh 


Nun ist aber 
h = gho = Eo eah = ETT R 
mithin ist 


E (Bi Ba. B) = E GQP YGF YEV, -o EN) = 0. 


Da aber auch GV, eine Wurzel der irreduetibelen Gleiehung F, V = 0 ist, so muss die letzte Gleiehung 
auch stattfinden, wenn man GV, statt V, setzt ($. 6). Man erhält mithin: 


E QEV, YEV, EN .. yCV) = 0. 


o 
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Setzt man statt der Ausdrücke unter dem Funetionszeichen 2 ihre Werthe, und bedenkt, dass y G", = }ı 


sein müsse, so erhält man  (& Bs ... Pa BO) = 0. Würde man statt GI, in die obige Gleichung 
G’P, eingesetzt haben, so würde man £ (B; B, - - - Ba Bi Be) = 0 erhalten haben ete. 

$. 14. Lehrsatz. Zwischen den Wurzeln einer irreduetibelen Gleichung fx = 0 von einem 
Grade n der eine Primzahl ist, kann keine Gleichung des ersten Grades stattfinden, deren Coäflieienten so 
wie die von fr rational sind ausser der bekannten Gleichung, dass die Summe der Wurzeln dem nega- 


"in fæ gleich sci. 


tiven Coëfficienten von 2” 

Beweis. Man denke sich die Wurzeln so geordnet, dass man mit ihnen die Substitntionen des vorigen 
Paragraphen vornelimen kann. Bezeichnet man dieselben nun mit 3, .. . Pa und mit A, Aa... A, sind sie 
und J rationale Zahlen, so sei die vorausgesetzte Gleichung des ersten Grades A, B, + As Be + As Ba 
E -+ A, Pa — M = 0. Durch Anwendung des vorigen Paragraphen erhält man folgende 
n Gleichungen : 


Ah E N, 
A ß: zz A, Bs = As B; = ae al Pa F = Bi = M 
A, Bs + A: Ba F As Bs +. Auh +AR =M 


Á Ba —- As ß, -= A, en + ... Al Ph o +- A, Ba = M 


Bezeichnet man durch ® eine Wurzel der Gleichung z*™— 1 = 0, und multiplieirt die erste der obigen 


Gleichungen mit 1, die zweite mit w, die dritte mit w, ... die letzte mit &""" und addirt sämmtliche 


Gleichungen, so erhält man: 


@ + P w SF Ps GP de ooo P A eo) Mi + Au + A o aaa H Aa o H A w) 
SA E o a o e a o 


Ist nun w nicht 1, und man legt ihm hinter einander die Werthe w, w°, œ, .. . w"!, œ bei, und bedenkt, 


dass 1 + œ + o +... + o = 0 sei, so erhält man folgende » Gleichungen : 


(i + eo t Bo toe Bho )A+ A o + A oT Han 

(6 I Be w + Ps TESTERE B. wD) (i t A D A o n A 

PEE are a o a ee 
(ee a a b E a ae 


Sind nun aber die Coëfficienten A, , As, . . . A, nicht sämmtlieh unter einander gleich, und ist die 
ganze Zahl m < n, so kann kein Ausdruck von der Form 


BR a E e are 
verschwinden, weil bekanntlich die Gleichung 
EE a | 
irrednetibel ist, wenn z eine Primzahl ist, mithin sämmtliche Wurzeln mit der Gleichung 
ea een 0 


gemeinschaftlich haben müsste, wenn jener Ausdruck verschwände, und dies nur stattfinden kann, wenn 
A = Å = Á =... = 4, ist. Da nun keiner der rechten Factoren in jenen Gleichungen ver- 


w? 
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schwindet, so müssen alle linken Faetoren bis auf den letzten verschwinden. Man erhält mithin folgende 
n — 1 Gleichungen: 


Pe B R 
1 + 3, w + 5, W Er E E 6, w = 
Pe Ps 4 Ba ame 
1 W ZZ Et u 0 
Ta Dr 5, 
Pe n—1 fs 2(a— Ba ne 
1 (0) eU Oe T, a0 — 0 
ER a 


Fügt man hinzu noch die Gleichung 


und dividirt die erste durch œ” , die zweite durch w™ . . . die (a — 1)* durch "9 ™ mnd addirt sämmt- 
9 
liche Gleichungen , so erhält man 


Bu — oder BR: 
Pı 


Diese Gleichung kann aber nicht stattfinden, weil eine irreduetibele Gleichung nicht gleiche Wurzeln 
haben kann. 

Zusatz. Es lässt sich nun leicht nachweisen, dass A, B, + As Be +... + An Ba durch jede 
Permutation nngleicher Werthe der Ausdrücke A,, As, . . . A, einen andern Werth annehme. Bezeichnet 
man nämlich dieselben Werthe, aber in anderer Folge, mit Bi, D,,... Bas und setzt: 


AB +AkR+---AR=-Bh+Rß+-::+ 2, 


so müsste 


di B = A la = Ah == 5b, —=...4, 5 


gleich irgend einem Zahlwerthe z sein, Dies ist aber unmöglich, weil dadurch, dass man von allen Zahlen 
As Ass». . A, einen bestimmten Zahlwerth z abzieht, nothwendigerweise eine andere Zahlenreihe ent- 
stehen muss, als B, Ba. . . Bas die aus den Werthen von A,, Az, .. . A, zusammengesetzt sein soll. 


